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und KS-Scharen der isotropen Ebene

The Focal Curve of the Pencil and the Range of
Conies in an Isotropic Plane

Although the pencil and the range of conies in an iso-
tropic plane are dual their focal curves are not dual. In
the paper we proved that the focal curve of the pencil
of conies in an isotropic plane is in general non rational
cubic. This cubic is constructed in the general and for
some degenerated cases. For the range of conies the
focal curve is the rational cubic with the absolute point
of the plane as a double point. This cubic is constructed
in general and in some interesting special cases.
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Krivulje zarista u pramenovima krivulja drugog reda
i drugog razreda u izotropnoj ravnini

lako su pramen i niz konika u izotropnoj ravnini dualne
tvorevine, njihovezarisne krivulje nisu dualne. U clanku
sedokazujeda jezarisna krivulja rednog pramena koni-
ka izotropne ravnine opcenito neracionalna kubika. Ova
se kubika konstruira u opcem i u nekim degeneriranim
slucajevima. U pramenu krivulja drugog razreda zarisna
je krivulja racionalna kubika s dvostrukom tockom u
apsolutnoj tocki ravnine. Ova se kubika konstruira u
opcem i nekim zanimljivim posebnim slucajevima.

Kljucne rijeci: izotropna ravnina, niz konika, pramen ko-
nika, zarisna krivulja

K egelschnittbuschel (i. f. KS-Buschel) in der iso-
tropen Ebene O wurden bereits in [4] untersucht
und klassifiziert. Dagegen ist die Behandlung

von KS-Scharen diesen Ebene anscheinend noch offen.
Wahrend die Klassifikationstheorien von KS-Buscheln und
KS-Scharen aufgrund der Selbstdualitat von n i. w. ein-
stimmen, sind z. B. die zugehorigen Brennpunktskurven
nicht dual.

In einer isotropen Ebene sind die Brennpunkte einer alge-
braischen Kurve bekanntlich als die Beriihrungspunkte ih-

rer isotropen Tangenten definiert, sodaB die Anzahl der iso-
tropen Brennpunkte einer algebraischen Kurve gleich ihrer
Klasse ist.

In diesem Artikel wurden die Brennpunktsmengen der Ke-
gelschnitte eines KS-Buschels wie auch einer KS-Schar
konstruiert. Diese Punktmengen erwiesen sich als algebrai-
sche Kurven. Genau gilt

Sate 1.

Die Brennpunktskurve der Kegelschnitte eines KS-
Buschels der isotropen Ebene ist eine i. a. nichtrationale
Kurve dritter Ordnung, fur welche ihrerseits die Grund-
punkte des KS-Biischels isotrope Brennpunkte sind und die
eine isotrope Asymptote besitzt.

Beweis. Im folgenden wird die isotrope Ebene stets als pro-
jektiv abgeschlossene reelle affine Ebene mit einem unei-
gentlichen Linienelement (f,F) als Absolutfigur aufgefaBt;
diese Ebene wird im Hinblick auf die algebraische Frage-
stellung gelegentlich noch komplex erweitert.

Seien zunachst vier verschiedene Punkte A, B, C und D
zulassig als Grundpunkte eines nichtausgearteten KS-
Biischels (£,) gegeben (Abb. 1). Jede Gerade des Buschels
isotroper Geraden (F) beriihrt, im algebraischen Sinn
gezahlt, zwei Kegelschnitte von (&,). Bestimmen die Punk-
te A, B, C, D zusammen mit dem absoluten Punkt F einen
nicht ausgearteten Kegelschnitt kp, so erwiest sich F tri-
vialerweise fur diesen als (einziger) isotroper Brennpunkt,
sodaB die gesuchte Brennpunktskurve mit jeder isotropen
Geraden im algebraischen Sinn drei Punkte gemeinsam hat.
Fur ,,allgemeine" KS-Biischel ist sie somit eine durch F
gehende, also isotrop-zirkulare, Kurve dritter Ordnung £3.
Auf der isotropen Tangente IF von kp liegt noch ein weite-
rer, i. a. von F verschiedener Punkt F von £3. Dieser Punkt
ist der Restschnittpunkt von k3 mit der isotropen Asymptote
tp von k3.

Dass die Brennpunktskurve wirklich eine Kurve dritter
Ordnung ist, kann man auch auf andere Weise beweisen.
Die Brennpunkte eines Kegelschnittes /:, sind bekannlich in
die Schnittpunkte seiner isotropen Tangenten mit der dem
Punkt F zugeordneten Polaren. Die Polaren aller Kegel-
schnitte eines gegebenen KS-Biischels beziiglich des Pols
F bilden ein Geradenbiischel (F), dessen Grundpunkt zum
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Punkt F beziiglich des KS-Biischels doppelt konjugiert
ist [2]. Den Punkt F kann man z. B. als den Schnittpunkt je
zwei der Polaren p\, P2, P3 der drei entarteten Kegelschnit-
te des KS-Biischels konstruieren.

Abb. 1

In den Geradenbiischeln (F) und (F) ordnen wir der Po-
laren von F beziiglich eines festen Kegelschnittes des KS-
Biischels dessen zwei isotrope Tangenten zu. Das Erzeug-
nis dieser zwei Geradenbiischel ist also zunachst von vier-
ter Ordnung. Weil aber die Gerade FF, als die Tangente
und die Polare des den Punkt F enthaltenden Kegelschnit-
tes sich selbst zugeordnet ist, spaltet sich von dieser Kur-
ve vierter Ordnung die Gerade FF ab, sodaB sich eine im
allgemeinen ireduzible Kurve A:3 dritter Ordnung als die
Brennpunktskurve des gegebenes KS-Biischels einstellt.

Die Brennpunktskurve k3 schneidet die absoluten Gerade /,
ausser im absoluten Punkt F, noch in den zwei Punkten. Es

sind dies die uneigentlichen Beriihrungspunkte der beiden
Parabeln des gegebenes KS-Biischels.

Das gegebene KS-Biischel induziert bekanntlich auf je-
der Geraden g des Biischels (F), die keinen Grundpunkt
enthalt, eine involutorische Projektivitat, die sogenannte
Desargues-Involution. Genau in den Fixpunkten dieser In-
volution beriihrt g Kegelschnitte des KS-Biischels. Damit
ist die Brennpunktskurve &3 als Menge der Fixpunkte der
Desargues-Involutionen auf den Geraden des Biischels (F)
erklart.

Jede Gerade g des Geradenbiischels (F) beriihrt im all-
gemeinen zwei Kegelscnitte des KS-Biischels (&,). Im
Fall, daB die Gerade g € (F) einen Grundpunkt des KS-
Biischels enthalt, artet die Desargues-Involution aus mit ei-
nem einzigen in den Grundpunkt fallenden Fixpunkt. Die
zugehorigen beriihrenden Kegelschnitte des KS-Biischels
sind also in einem vereinigt. Die Geraden FA, FB, FC
und FD sind deswegen die isotrope Tangenten der Brenn-
punktskurve, also sind A, fi, C, D Brennpunkte von £3. Da
die den (nichtausgearteten) durch F gehenden Kegelschnitt
kp G (k{) beriihrende isotrope Tangente zweifach zu za'hlen
ist, und die Klasse von £3 hochtens 6 betragen kann, sind
die vier Grundpunkte A, B,C,D die einzigen eingentlichen
Brennpunkten von A:3.

Das KS-Biischel (£,) enthalt im allgemeinen unendlich vie-
le isotropen Ellipsen und Hyperbeln, die zwei Parabeln und
keinen Kreis. Enthalt das gegebene KS-Biischel (&,•) einen
isotropen Kreis, so besitzt die entsprechende Brennpunkts-
kurve die absolute Gerade / als die isotrope Asymptote,
und ihr Zirkularitatsgrad ist gleich zwei (Abb. 2).

Abb. 2

Abb. 3. zeigt die Konstruktion der Brennpunktskurve eines
Hyperbelbiischels. Fallt eine der Grundpunkte, etwa genau
der Grundpunkt A, auf die absolute Gerade /, dann enthalt
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das KS-Biischel abgesehen von einer einzigen Parabel nur
Hyperbeln (vgl. Abb. 3). Die Brennpunktskurve A:3 ist dann
eine parabolische Kubik mil dem uneigentlichen Linienele-
ment (A,f).

Abb. 3

Fallt der Grundpunkt A mit dem absoluten Punkt F zusam-
men, wird das Biischel der konfokalen speziellen Hyper-
beln gegeben.

Sind zwei Grundpunkte, etwa A und B, mit der absoluten
Geraden / inzident, zerfallt die Kurve &3 in die Gerade
/ und einen Kegelschnitt durch C, D und die eigentlichen
Diagonalenschnittpunkte E und G des Grundpunktvierecks
(A;5;C;D)(Abb.4).

Abb. 4

Fallt der uneigentliche Diagonalenschnittpunkt H dabei in
den absoluten Punkt F, dann ist auch dieser Restkegel-
schnitt noch reduzibel, sodaB die Brennpunktskurve dann
aus / und den Geraden CD und EG besteht.

Ein Zerfall der Brennpunktskubik tritt auch dann ein, wenn
eine der sechs Seiten des Grundpunktvierecks, etwa AB,
isotrop ist ohne daB dabei Grundpunkte auf der absoluten
Geraden / zu liegen brauchen (Abb. 5). Auch in diesem

Fall entartet die Brennpunktskurve auf die isotrope Gera-
de AB und einen Kegelschnitt durch C, D und die nicht auf
AB liegenden Diagonalecken E und G. Im Fall, daB die
auf AB liegende Diagonalecke H mit dem absoluten Punkt
F iibereinstimmt, zerfallt k3 in die drei Geraden AB, CD
und EG.

Die Diskusion der iibrigen Typen von KS-Biischeln
(z. B. Beriihrbiischel, Oskulationsbiischel, Hyperoskulati-
onsbiischel) hinsichtlich ihrer moglichen Brennpunktskur-
ven kann nach dem verstehenden Muster erfolgen und wird
deshalb dem Leser iiberlassen.

Abb. 5

Fiir KS-Scharen mit vier verschiedenen, reellen Grundtan-
genten m, n, p, q gilt

Sate 2.

Die Brennpunktskurve einer allgemeinen KS-Schar der
isotropen Ebene ist eine rationale Kubik.

Beweis. Eine KS-Schar (kl) moge ,,allgemein" heiBen,
wenn sie ein Grundtangentenvierseit besitzt, dessen Seiten
und Diagonalen bzw. dessen sechs Ecken fremd zum ab-
soluten Linienelement (F,/) liegen. Jede isotrope Gera-
de t 6 (F) ist Tangente genau eines Kegelschnittes einer
solchen KS-Schar, jedem Kegelschnitt sind namlich wie-
der zwei isotrope Tangenten, also auch zwei Brennpunkte
zugeordnet, sodaB eine (l,2)-Korespondenz zwischen den
Kegelschnitte der Schar und den isotropen Geraden vor-
liegt.

Der absolute Punkt F gehb'rt zwei Scharkegelschnitten an.
Fiir diese beiden Kegelschnitte ist F jeweils der einzige
Brennpunkt, sodaB die gesuchte Brennpunktskurve in F
einen Doppelpunkt besitzt und dort die beiden Scharkegel-
schnitte beriihrt.

Weil jede isotrope Gerade auBer dem Doppelpunkt F noch
einen weiteren Brennpunkt tra'gt, folgt damit, daB die
Brennpunktskurve eine rationale Kubik oder eine reduzible
Kurve 3. Ordnung sein muB.

Diesen Satz kann man auch auf andere Weise bewei-
sen. Namlich, die Brennpunkte jedes Kegelschnittes
k E (k1} sind die Schnittpunkte seiner isotropen Tangenten
t\ *2 € (F) mit seiner dem Punkt F zugeordneten Polare.

31



KoG-3/1998 Ana Sliepcevic: Die Brennpunktskurven in KS-Buscheln und KS-Scharen der isotropen Ebene

Alle dem Punkt F zugeordnete Polaren beziiglich aller Ke-
gelschnitte der KS-Schar (&') bilden eine Kurve (p^) zwei-
ter Klasse. Ordnen wir das Geradenbiischel (F) und diese
Polarkurve (p^) so zu, dass die Tangenten und Polaren der
gleichen Kegelschnitte der KS-Schar (kl) zugeordnet sind,
wird das Erzeugnis dieser zwei Geradenmengen eine Kurve
fiinfter Ordnung (nach Chasles) [1]. Weil aber die Tangen-
ten t[, t2 G (F) der beiden den Punkt F enthaltenden Ke-
gelschnitte als die Polaren der gleichen Kegelschnitte sich
selbst zugeordnet sind, entartet diese Kurve fiinfter Ord-
nung in diese zwei isotropen Geraden t\, und ti und eine
Kurve dritter Ordnung fc3, die die gesuchte Brennpunkts-
kurve der gegebener KS-Schar ist.

Die Kurve $ enthalt die Schnittpunkte/41 ,A.i\B\,Bi\C\,Ci
der Grundtangenten m, n, p und q, weil diese Punktepaare
die Brennpunkte der entarteten Kegelschnitte der KS-Schar
sind.

Abb. 6

In Abb. 6. wurde die Brennpunktskurve k3 als die Menge
der Beriihrungspunkte von Scharkegelschnitten mit isotro-
pen Tangenten t 6 (F) mittels Brianchons Theorem, also
linear, konstruiert. Im Doppelpunkt F wurden die Tangen-
ten t\d ti der Brennpunktskurve $ als die Doppelstrah-
len der von (kl) in (F) induzierten Desargues-Involution
konstruiert. Diese Konstruktion wurde mittels des Steiner
Kreises c durchgefiihrt [2].

Die in Abb. 6. gegebene KS-Schar enthalt unendlich vie-
le Ellipsen und Hyperbeln, zwei spezielle Hyperbeln und
nur eine Parabel. Ist diese einzige Parabel ein isotro-
per Kreis, wird die Brennpunktskurve vollstandig isotrop-
zirkular. Die absolute Gerade ist namlich ihre Tangente im
absoluten Punkt (Abb. 7).

Abb. 7

Im Fall, dass eine der Grundtangenten der KS-Schar die
absolute Gerade / ist, z. B. / = m, enthalt die KS-Schar
nur Parabeln (Abb. 8). Jede Parabel dieser Schar hat einen
Brennpunkt auf der absoluten Gerade f und deswegen ent-
artet die Brennpunktskurve in diese Gerade und einen die
eigentliche Schnittpunkte der Grundtangenten enthaltenden
Kegelschnitt k2. Weil eine solche KS-Schar (kl) immer
einen Kreis enthalt und dessen beide Brennpunkte mit dem
absoluten Punkt zusammenfallen, beriihrt die Brennpunkts-
kurve die absolute Gerade in dem absoluten Punkt F, ist
also ein isotroper Kreis. (Vgl. den analogen Fall einer Pa-
rabelschar in einer euklidischen Ebene [3]).

Abb. 8

Im Fall, dass eine der Grundtangenten der KS-Schar eine
isotrope Gerade ist, entartet die Brennpunktskurve in die-
se isotrope Gerade und einen Kegelschnitt, der die Schnitt-
punkte der nichtisotropen Grundtangenten enthalt (Abb. 9).

Sind zwei der Grundtangenten isotrop, so zerfallt die
Brennpunktskurve in diese beiden Grundtangenten und
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in die isotrope Gerade g durch den Schnittpunkt C\r

beiden nichtisotropen Grundtangenten. Diese Gerade g

stellt nahmlich die durch das Eckenpaar (Q, C^ = F) re-
prasentierte, singulare Kurve 2. Klasse dar, fur die also je-

der Punkt von g als Brennpunkt aufgefaBt werden muB.

In der Abb. 10. ist eine KS-Schar mit zwei Paaren paral-
lelen Grundtangenten dargestellt. Die zugeha'rige Brenn-
punktskurve zerfallt in die Gerade / und einen Kegel-
schnitt, der die eigentlichen Schnittpunkte der Grundtan-
genten wie auch den absoluten Punkt F enthalt und durch
diese Angabe festgelegt ist.

Abb. 9

Abb. 10

Auch im Fall der KS-Scharen muB die Diskusion weite-
ren, projektiv-speziellerTypen von KS-Scharen dem Leser
iiberlassen werden.
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